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Resumen

Consideremos una bandada de pédjaros ordenada segiin una jerarquia.
En este trabajo estudiamos el alineamiento asintético de las velocidades, o
“flocking”, en la bandada cuando cada uno de los pajaros corrije su velocidad,
en cada etapa, de acuerdo a un promedio ponderado de las velocidades de
los péjaros superiores a €l en la jerarquia, donde la ponderacion decrece con
la distancia entre los pédjaros. Este modelo, llamado de liderazgo jerarquico,
fué propuesto y estudiado por Shen [13], modificando el modelo ya clédsico
propuesto por Cucker y Smale en [5]. En nuestro modelo elejimos al azar
cuales interacciones actian, respetando la jerarquia, en forma independiente
para cada par de péjaros y cada tiempo, debilitando entonces la interaccién
en la bandada del modelo de Shen. Es decir, buscamos analizar casos donde
la ‘comunicaciénéntre los pdjaros se ve entorpecida por la presencia de cierto
‘ruido’. Los resultados obtenidos son analogos a los obtenidos por Shen en [13],
es decir, condiciones suficientes para la alineacién asintética de las velocidades,

en otros términos, la existencia de flocking.

Palabras clave: Flocking, emrgencia, modelo de Cucker-Smale, grafos

aleatorios.
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Abstract

Consider a flock of birds ordered according to a certain hierarchy. In this
work we study the existence of flocking of this system, i.e. the asymptotic
alignment of the velocities of the flock, in the case when each bird corrects
its own velocity, at each step, according to a weighted mean of the velocities
of the birds that happen to be superior to him according to the hierarchy,
where the weights decrease with the distance between the pair of birds
considered. This model, known as Hierarchical Leadership, was introduced
and studied by Shen [13], as a modification of the classical model introduced
by Cucker and Smale [5]. In our study, we choose at random, taking into
account the hierarchy, independently for each pair of birds and each step,
which pair of birds do communicate, obtaining a weaker interaction than in
Shen’s model. In other words, we are interested in the model when in some
cases the ‘communication‘ among birds is broken, due to the presence of some
noise’. The results obtained are similar to the ones obtained by Shen in [13],

that is, we obtain sufficient conditions for the existence of flocking in the system.

Key words: Flocking, emergence, Cucker - Smale’s model, random

graphs
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Capitulo 1

Introduccion
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8 1. Introduccién

Este trabajo se enmarca en el estudio del surgimiento de un comportamien-

to comun en un grupo de agentes auténomos que interactian entre si.

Los articulos que dan inicio a nuestro estudio sobre este tema son debidos
a Cucker y Smale ([5]) y a Shen, [13]. Los primeros estudios con modelos
aleatorios, derivados del planteado por Cucker y Smale, [5], se presentan en

Cucker y Mordecki, [4], y en Canale, Mordecki y Souza, [1].

En este trabajo nos proponemos el estudio del surgimiento de un compor-
tamiento comun en grupos de agentes que responden al modelo de flocking
con liderazgo jerdrquico propuesto por Shen en tiempo discreto, [13], con la
presencia de algin tipo de incertidumbre en las interacciones o en el medio. Es
decir, buscamos analizar casos donde la ‘comunicaciénéntre los agentes se vea

entorpecida por la presencia de cierto ‘ruido’.

A continuacién presentamos los aspectos generales del problema.

1.1. Introduccién

Consideramos un grupo de k individuos entre los cuales se producen inte-
racciones de a pares. Es decir, cada individuo puede, en principio, interactuar
con cada uno de los demads individuos del grupo. Estas interacciones modifican

la conducta de los individuos.

Esto es, consideramos un grupo de agentes donde el comportamiento de
cada uno de los individuos es influido por el de los demds, pero en tal grupo no

se toman decisiones en forma centralizada.

La cuestién es si a partir de estas interacciones entre cada par de agentes,

surge un comportamiento global comin. En este sentido, el tema central en
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1.1 Introduccion 9

este trabajo es la llegada a un consenso en un grupo de agentes auténomos que

interactiian entre si, sin la presencia de una direccién central.

Ejemplos de esta situacion pueden ser, la formacién de un lenguaje comun
en una sociedad primitiva, [7, 10, 11], la coordinacion y cooperacién de diversos
robots o sensores, [16, 17|, la creencia comin en un sistema de precios en un
mercado complejo, el comportamiento de un grupo de animales (bandadas de

pajaros, manadas de lobos, etc.), [2, 9, 14, 15].

Aqui tomaremos, por simplicidad y para fijar ideas, una poblacién de
agentes, digamos una bandada de péjaros, que se mueven en R3. En este sentido

hablaremos indistintamente de agentes y pajaros, grupos y bandadas, etc.

El surgimiento de un comportamiento comin en una bandada es la
convergencia a una velocidad comun de todos los pajaros, a esta convergencia

la llamaremos también ‘flocking’, por su nombre en inglés.

Se ha observado que bajo ciertas condiciones la bandada converge a un
estado en el que todos los pajaros vuelan con la misma velocidad, es decir que

emerge un comportamiento comun entre los individuos del grupo.

Son miiltiples los esfuerzos realizados para explicar este hecho. Hay mucha
literatura sobre el tema, la mayor parte de ésta es decriptiva. En muchos otros
trabajos se proponen modelos y se estudian via simulaciones, [18, 9]. Uno de

estos modelos es el de Vicsek, [18], que describimos més abajo.

A partir de este tultimo, surge el modelo planteado por Cucker y Smale,
[5], donde se intenta dar una justificacién matematica de la emergencia del
comportamiento comin bajo determinadas condiciones. El punto de partida

de esta monografia es el modelo de Cucker y Smale, [5].
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10 1. Introduccion

Pasamos ahora a la descripcién general de los modelos en cuestion.

El modelo de Vicsek, [18], propone que cada péjaro va modificando su
velocidad de acuerdo a las velocidades relativas de los demas pdajaros con el
propdsito de mantenerse ligado a la bandada. En este caso se establecié la
convergencia a una velocidad comin basada en condiciones sobre toda la

sucesién de infinitos estados de la bandada.

En el modelo de Cucker y Smale, [5], se ‘suaviza’la dependencia de las
interacciones respecto de la distancia entre los agentes y se consigue establecer
la convergencia a una velocidad comun dependiendo Unicamente de las condi-
ciones iniciales de la bandada, i.e: las posiciones y velocidades iniciales de los

agentes. Esto permite una facil verificaciéon de las condiciones de convergencia.

En el trabajo de Shen, [13], se estudia el modelo de Cucker y Smale,
[5], bajo jerarquias y se establece la convergencia a una velocidad comtn

dependiendo Unicamente de las condiciones iniciales.

Observacion 1. En realidad Cucker y Smale, [5], y Shen, [13], establecieron la
existencia de fy tal que si 8 < fy la convergencia se da independientemente de
las condiciones iniciales; si § > By la convergencia depende de las condiciones

iniciales.

1.1.1. Formulacién general del problema.

En general, estos modelos proponen el siguiente comportamiento de los
agentes: en cada instante, cada uno de los pédjaros de la bandada (numera-

dos por 1,2,...,k) ajusta su velocidad sumandole a su velocidad anterior un
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1.1 Introduccion 11

promedio ponderado de las diferencias entre ésta y las velocidades anteriores de
los demas pajaros. Esto es, en el instante n para el agente i se tiene

vi(n+h) = v (n) +h Y aij (v (n) —vi (). (L1)

JEL(E)

donde wv; (n) representa la velocidad en R® del agente i en el instante n,
h > 0 es el intervalo de tiempo entre las actualizaciones de las velocidades, los
coeficientes a;; son los pesos que cuantifican la forma en que los agentes se
influyen entre si y £ (i) es el conjunto de agentes que directamente influyen al

agente 1.

Figura 1.1: Actualizaciéon de las velocidades, el agente 1 observa a los demas

agentes.

Observacion 2. Podemos asociar a este modelo un grafo coloreado, para ello,
consideramos nodos 1,2, ...,k y cada arista (i,j) estd presente si y sélo si los
agentes 7, j interactian entre si, a;; # 0. Ademds cada arista tiene asociado un

peso, a saber, a;;.

De aqui en adelante, para simplificar un poco la notacién, ponemos v; [n]
en vez de v;(nh), siempre y cuando no haya riesgo de confusién. Ademds,
ponemos z [n] = (1 [n],...,zx[n]) € (R3)k para la posicién de la bandada en
tiempo n, y andlogamente ponemos v [n] = (vy [n],..., vk [n]) € (]RS)k para la

velocidad de la bandada en tiempo n.
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12 1. Introduccion

Es razonable suponer que la fuerza de interaccién entre dos agentes es una
funcién decreciente de la distancia entre ambos. Se formaliza esta asuncion a

través de una funcién no creciente 1 : R — R de modo que

aij = (Jlas = ;1) (1:2)

donde z; denota la posicién del agente i en R3. Este es el criterio seguido por

Vicsek, [18], Cucker y Smale, [5], y Shen, [13].

Se puede escribir el conjunto de ecuaciones (1.1) en una forma mas con-
cisa. Para ello definimos la matriz de adyecencias, o de conectividades, A,, =
((asj[n])) v la matriz laplaciana L,, = D,, — A, donde D,, es la matriz diagonal

cuyas entradas no nulas son d; =}, a;;. Entonces

k
V; [n + 1] —V; [n] = — Z haij (vi [n] —Yj [n]) )
j=1

k k
= —(Z haij)vi [n] + Z haijvj [n],
— —h[Dyvn)], + h[A.w[n]]

7

= —h[Lyv[n]],.

)

Es importante notar que la expresién A, v (n) no tiene el significado usual de una

matriz k x k actuando en R¥, sino que la matriz A,, actia en (R?’)k mapeando

a11v1 [n] + -+ a1V [TL]

ag1v1 [n] + -+ ApRUE [n]

Vale una observacion analoga para la matriz L.

Debemos notar que estamos trabajando en el espacio X = (Rg)k con su

estructura heredada de R3.

Hemos obtenido de esta manera una ecuacién matricial que modela la evolu-

cién, en tiempo discreto, de las velocidades de los agentes. Agregando una
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1.1 Introduccion 13

ecuacién natural para el cambio de las posiciones, en funcién de las velocidades,

llegamos al sistema

zn+1] = =z[n|+hv(n],
vin+1] = (Id—hLy,)v[n],

(1.3)

que decribe la dindmica de la bandada.

Para medir la distancia entre las posiciones y velocidades de los agentes
se usa, como es natural, una norma en R?**. Como dim (RSk) < oo todas las

normas son equivalentes.

Debido a los productos de matrices k x k por vectores en R3* involucrados
en la dindmica anterior, tomaremos la norma de las matrices compatible con la
norma usada para los vectores. Esto es, asumimos que se han elegido las normas

vectoriales y matriciales de modo que
M| < [[M][ =],
donde M es una matriz y z un vector.

Para ver que esto es posible, observar que, dada una norma en R3*, basta

tomar, para las matrices, la norma inducida

M| = sup [[Mz|.
Jell=1

La diferencia entre los distintos modelos que consideramos esté en la eleccién
de los coeficientes a;; y de los conjuntos L;.

Esto es, las diferencias estdan en la forma en que decae la fuerza de inte-
raccion entre los agentes con la distancia entre ellos, y en la eleccién de cudles

agentes pueden influir directamente sobre cada agente.

A continuacién vemos los modelos que tomamos como base para nuestro

trabajo.
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14 1. Introduccion

1.1.2. Modelos de interaccion

Los modelos considerados son los siguientes.

En el caso de Vicsek se toma £; = {1,...,k} para todo iy

n(y) =nr (y) = Ly<2y (),

donde r > 0 es fijado a priori y permanece constante en el tiempo. Esto es, los

agentes ¢ y j interactan si y soélo si su distancia es a lo sumo .

El corte abrupto en el decaimiento de la interacciéon con la distancia y la
falta de interacciones de largo alcance hacen de este modelo muy dificil de

analizar analiticamente. Existen, sin embargo, resultados de simulacién, [18, 9].

Para posibilitar el tratamiento matemético, Cucker y Smale, [5], se proponen

la siguiente modificacién: £; = {1,...,k} para todo i y
K
ny) =-——-3 (1.4)
(02 +y)°

con K,0 >0y g >0.

De esta forma, la interacciéon decae en forma continua con la distancia
y no se anula nunca. El parametro [ controla la velocidad con la cual de-

cae la interaccién entre agentes. Por lo tanto se evita el salto en las interacciones.

Finalmente, en el caso de Shen, [13], se mantiene la funcién n del caso de
Cucker y Smale, [5], pero se toma £; = {1,...,i—1},i > 1y £ = &. En

consecuencia, cada agente sélo puede observar a los pajaros que le preceden.
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1.1 Introduccion 15

1.1.3. Descripcién de los contenidos

En el Capitulo dos, se describen los trabajos base de esta monografia.

En la seccién (2.1) se ve el modelo de Cucker y Smale, [5], en el cual
la matriz laplaciana L, resulta ser simétrica y definida no negativa, en
consecuencia el problema deriva en acotar inferiormente el nimero de Fiedler,
®,,, de la matriz laplaciana L, es decir, el segundo menor valor propio de L,,.

Para esto es suficiente acotar mina;; lo cual se logra acotando superiormente

[z[n]]]-

En la seccién (2.2) se ve el modelo de Shen, [13], en el cual la matriz
laplaciana no es simétrica sino triangular inferior, en esta situacién el enfoque
anterior no tiene validez. Sin embargo, Shen, [13], resuelve el problema a través
de argumentos de dominacién similares a los del teorema de convergencia
dominada. En particular, se busca acotar superiormente las entradas de la

matriz de la dindmica y esto vuelve a implicar la cota superior de ||z[n]||.

En la seccién (2.3) se ve la adaptacién hecha por Cucker y Dong, [3], del
método de induccién, propuesto por Shen, [13], para tiempo continuo, a tiempo

discreto para mejorar el valor critico.

Todos los contenidos de este capitulo se encuentran en las referencias.

En el capitulo tres, comenzamos nuestro estudio de nuevos casos. En primer
lugar consideramos un modelo deterministico intermedio entre el de Vicsek,
[18], y el de Cucker y Smale, [5], en el sentido que las interacciones decaen en
forma continua con la distancia y no se anulan pero la velocidad de decaimiento

es mucho mayor que en el modelo de Cucker y Smale, [5].
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16 1. Introduccion

Por una comunicacién personal sabemos que Cucker y Smale ya estudiaron

este caso.

El capitulo cuatro contiene la parte central de la tesis, en él presentamos
resultados sobre el modelo de flocking bajo liderazgo jerarquico, donde la
interaccién entre los pares de pajaros es modelado con variables aleatorias.

Hasta donde sabemos, estos resultados son originales.

Para comenzar, tomamos un modelo sencillo donde las interacciones
a;; son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribucién de Bernoulli. En consecuencia las velocidades no dependen de la
posicién. Se prueba la convergencia a una velocidad comin con probabilidad

uno.

A continuacién, consideramos el modelo de Shen, [13], con el agregado
que las interacciones pueden no estar presentes. Las parejas de pajaros que
interactiian en cada instante se modelan con variables independientes con
distribucién de Bernoulli. Aqui se prueba la convergencia casi segura para el

caso subcritico, 8 < %, y para el valor critico, 8 = %

Finalmente, tomamos interacciones proporcionales en promedio a las
anteriores pero donde las probabilidades de interaccién son las que dependen
de la distancia entre los agentes, en lugar los coeficientes de interaccién.
En este caso probamos la convergencia casi segura sélamente para el caso

correspondiente a 5 < ﬁ
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18 2. Interacciones deterministicas

En este capitulo hacemos una revisién de los métodos disponibles para
abordar los problemas de surgimiento de un comportamiento comtn en un
grupo de agentes auténomos respondiendo al modelo de Cucker y Smale, [5], y

al modelo de Shen, [13].

Los resultados mencionados en esta seccion se encuentran en los articulos
[5], [13] ¥ [3]. En aras de completitud, incluimos la prueba de los resultados que

usamos directamente, sin modificacion al caso aleatorio.

2.1. Modelo simétrico de Cucker y Smale

El modelo inicial para nuestro estudio, es como mencionamos en la

introduccién el modelo propuesto por Cucker y Smale en [5].

En esta seccién comentamos las ideas generales de este articulo sin entrar
en mayor detalle. Esto es debido a que nuestro interés es trabajar sobre el
modelo no simétrico con liderazgo jerarquico, propuesto posteriormente por

Shen en [13].

Los coeficientes de conectividad son para cada instante n > 0 y para cada
par de pajaros i,j < k
H
5
2
(14 l2iln) — a5 [m)1%)

Es claro que a;; = aj;, luego la matriz laplaciana L,, es simétrica y definida no

aij[n] =

negativa y por lo tanto es diagonalizable con autovalores reales no negativos.

Por lo tanto los autovalores de la matriz de la dindmica Id — hL,, son

1 — h\; donde \; son los valores propios de L,,.

Es claro ademds que A = [(1,1,---,1)] = ker L,, porque las filas de L,
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2.1 Modelo simétrico de Cucker y Smale 19

suman cero y el grafo asociado es conexo. Por lo tanto, los puntos de A son los

puntos fijos de la dinamica.

También se puede ver que el complemento ortogonal, AL, del subespacio A
respecto del producto interno inducido en R3* por R?, es L,, inva- riante. Por lo
tanto, la dindmica se puede restringir a A+. En consecuencia, el alineamiento
asintético de las velocidades de los agentes es equivalente a la convergencia a

cero de la velocidad de la bandada en A~L.

Esta proyeccién sobre Al remarca que nuestro interés es sobre las ve-
locidades y posiciones relativas, méas que sobre las velocidades y posiciones

absolutas.

En consecuencia, Cucker y Smale [5], proponen continuar el estudio de la

convergencia en el espacio cociente R3* /A = AL,

Notemos que |1 — hL,|| = 1 — h®, donde ®,, es el nimero de Fiedler, es
decir, el segundo menor valor propio de L,,. Por lo tanto, acotar la norma de
la matriz de la dindmica se reduce a acotar el niumero de Fiedler para lo cual

es suficiente acotar superiormente ||z [n]|| uniformemente en n.

Para lograr la cota del niimero de Fiedler! se usa que con el producto interno

inducido en R3* se verifica

k
2
(Lov,v) = > agj v — vj]|.
ij=1
Finalmente, para la acotacién de ||z[n]| se procede fijando un natural
N € N, y luego tomando el maximo de las posiciones hasta este momento y a
partir de las cotas anteriores obtener una desigualdad para el maximo de la

cual se deducen cotas independientes de N.

Ver la proposicién (4) de [5]
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20 2. Interacciones deterministicas

Observacion 3. En algunos casos, la condicién de que cada agente interactua
con todos los demads agentes de la bandada puede ser poco realista, y se intenta,

levantarla parcialmente en el capitulo 3.

2.2. Modelo con liderazgo jerarquico de Shen

En esta seccién vemos el modelo de Shen [13] en tiempo discreto. En este
modelo se introducen jerarquias entre los agentes. Esto significa, basicamente,
que cada agente observa tUnicamente a los agentes que estan por encima de él

en el orden impuesto y es observado por los que estan por debajo en dicho orden.

En esta situaciéon el método del nimero de Fiedler carece de validez por
la estructura de la matriz asociada, que no es simétrica sino triangular. Para

sortear este obstaculo Shen, [13], desarrolla el método de la dominacién.

Para comenzar definimos lo que se entiende por una bandada con una es-
tructura de orden jerarquico, o HL - bandada por la sigla en inglés. En este

contexto a;; > 0 quiere decir que el agente 7 es guiado, o influido, por el agente
j-
Definicién 2.1 (HL - bandada). Una bandada es una bandada con estructura

de liderazgo jerdrquico, o HL-bandada, si los agentes se pueden numerar como

1,2,...,k de modo que

(a) a;; # 0 implica j < 1,

(b) si para cada agente definimos el conjunto

Li={j:ay#0},

entonces para todo ¢ > 1 se verifica £; # &.

Federico Dalmao Artigas Tesis de Maestria



2.2 Modelo con liderazgo jerarquico de Shen 21

Ejemplo 1. De las siguientes bandadas

las primeras dos verifican la definicién de HL-bandada pero no asi la tercera,

pues el agente 3 no tiene ningun lider.

Observacion 4. Una bandada de k pdjaros es una HL - bandada si y sélo si los
agentes se pueden numerar 1,2, ..., k de modo que la matriz de conectividades,
A = ((aij)), sea triangular inferior y desde la fila dos en adelante, todas las filas

tienen alguna entrada no nula.

Por ejemplo, las matrices de conectividades de las bandadas del ejemplo

anterior son respectivamente:

0000
0 00 000

1 000
1.0 01, 1 00 y

0000
010 110

01 10

En analogia con Cucker y Smale [5], se definen la matriz laplaciana y los

siguientes subespacios
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22 2. Interacciones deterministicas

Definicién 2.2. La matriz laplaciana es L,, = D,, — A,, donde la matriz D,, es
la matriz diagonal cuyas entradas no nulas son d; [n] = 3_; a;j[n].

Definimos los subespacios (de R3)

) )
T 0
X I
A= ‘ zeRPY vy R = cx; €R3
€T k ) Th—1

Observacion 5. Es facil verificar que A = ker(L,,) y RF"! = Im(L,) y por lo
tanto A y R*~! son L, - invariantes. Es decir, L, (A) C Ay L, (kal) C RFL,
Luego, se ve que los puntos fijos de la dindmica son los puntos de A y que,

denotando por vpr-1 la componente en RF-1dew
URk—l [Tl + 1] = (Id — th)kal ’Ukal [n]

y andlogamente para las posiciones.

Esto implica que se puede restringir la dindmica a R*~! y que la conver-
gencia a una velocidad comun es equivalente a la convergencia a cero de la

componente en R¥~1 de la velocidad.

En este caso, a diferencia de lo que ocurre en el caso de Cucker y Smale,

[5], estos subespacios no son ortogonales.

En consecuencia, a partir de ahora consideramos la dinamica restringida a

R+

Como vimos en la seccién anterior, los resultados de Cucker y Smale, [5],
dependen crucialmente de la existencia de un producto interno ( , ) en el espacio
restringido tal que

(Lpv,v) > @, (v,0)
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siendo ®,, el nimero de Fiedler de L,. Sin embargo, en el caso de Shen, [13],
la no simetria de L, implica que en general no existe un producto interno
en estas condiciones. En consecuencia, es necesario otra forma de abordar el

problema, que veremos a continuacion.

Los coeficientes de conectividad son de la forma

H

5 sij<i,
afj [n] = (1+]|zs[n]—z;n])|?/2) (2.1)
0 en caso contrario.
La dindmica del sistema es
xn+1] = xn]+hv(n|,
v[n+1] = S[njv[n],

donde S [n] = Id — hL,.

Aplicando recursivamente la segunda ecuacién de la dindmica, correspondi-
ente a la velocidad de la bandada, se obtiene una relacién entre |[v[n + 1]|| y

||v[0]]|, a saber:

lo[n+ 1 < {5 [n] ... STOV[} o [0]]] - (2.2)

Andlogamente, a partir de esta relacién y de la primer ecuacion de la dinami-
ca, corrspondiente a la posicion de la bandada, se obtiene, sumando y restando

z[j], con j <m, que

[l fro + 1] < {J O] +Z||:v[j+1] — =41l

<z (o]l + 1Y 1S S0 [lv[o]]| -
j=0

Por lo tanto, el problema es, como en el caso Cucker y Smale, [5], acotar

convenientemente las normas ||S [5]....S[0]]|.
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La razén por la cual ponemos ||S[j]...S[0]]] y no ||S[j]|---]|S[0]|| queda-

ra clara mas abajo.

El primer paso para esto es acotar por encima cada entrada de la matriz
S [n]. Suponemos en principio la existencia de By, tal que ||z [n]||* < By, ¥n € N.
Tal cota se logra eligiendo h suficientemente chico de modo que los términos
fuera de la diagonal se puedan despreciar y luego se acotan los términos de la

diagonal, de modo que

max Sj; [n] <1 — hd. =: pp,
ij

_ H .
con dy, = B < d;.

he

Basado en este resultado se define

Definicién 2.3 (Dominacién). Sean B, C' € My, decimos que B estd do-

minada por C si |b;;| < ¢, Vi, j.

En este caso escribimos B < C.

La dominacion de matrices tiene la importante propiedad siguiente.

Proposicién 2.2.1 (Prop. 3 de Shen, [13]). Si B < C, entonces eziste a tal

que ||B|| < a||C]|. La constante o depende unicamente de la norma usada.

Demostracion. Todas las normas en un espacio vectorial de dimensién finita son
equivalentes, entonces basta probar la proposicion para una norma cualquiera.

Usamos, por conveniencia, la norma de Frobenius

k
[Apsrll = af).

i,j=1
Entonces, se verifica
k k
1Bl =Y b5 <> & =|cC|
ij=1 i,j=1
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donde hemos usado la hipdtesis para obtener la desigualdad.

En el caso de usar otra norma, la constante o depende de las constantes en

la definiciéon de equivalencia entre esta norma y la norma de Frobenius. O
Proposicién 2.2.2 (Prop. 4 de Shen, [13]). Si B; < Cj,i =1,...,n, entonces

Bi...B,<Cq...Cy.

Para escribir matricialmente la consecuencia de la proposicion 2.2.2 defini-

1 i>3
mos la matriz T = ((t;;)) tal que t;; = =7 Por ejemplo, si k = 3 es
0 i<j
1 00
T= 1 10
1 11

Luego, resumiendo lo anterior, tenemos

Corolario 2.2.3 (Corolario 1 de Shen, [13]). En las condiciones anteriores se

tiene
Snl < paT

Sn]...S0] < pR,1"

Acotamos ahora la norma de la matriz T, que es lo que falta para obtener

la acotacién buscada de [|S[n]...S[0]].

Lema 2.2.4 (Lema 1 de Shen, [13]). Para T definida como arriba y n € N

1T = O (nk_l) .

Demostracion. Primero se descompone T como suma de matrices méas sencillas.

Con este fin definimos J = ((J;;)) por Jij = di+1,j, por ejemplo, para k = 3 es

0 00
J=110 0
010
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Es facil verificar que
k-1
T=I+J++ -+ =>"Jm
m=0

Ademads se cumple J™ = 0,Vm > k. En conclusién tenemos

o0
T:ZJ’”.

m=0

Se puede definir para [t| < 1
o0
T(t)=>» tmJ"
m=0
que es convergente a (I —tJ )_1. Asi que, en conclusién
T(t)=T—-tJ) ",

Esta expresion es conveniente para calcular la n-ésima potencia de la matriz T',
tenemos

T)" =1 —tJ)™".

Usando el teorema del binomio y asociando convenientemente

° —-n
TR = > (—=t)™Jm,
m=0 m
=1
= Y (=)™ Jm,
m=0 m
k—1
_ n+m-—1 gm gm
m=0 m

Ahora, es claro que si t — 1 entonces T'(t) — T pues

IT-T®l =

i

k—1
dt-1Jm
m=0

< (t—D|T| — o.
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De aqui se deduce que T" = 711’nr%T (t)", es decir
_>.

n+m-—1
moy "
m=0 m
ntm-—1 k—1
En este punto, alcanza con probar que =0 (n - ).Esto se
m

deduce facilmente dado que el cociente %ll_l tiende a % con n y por lo tanto

permanece acotado.

Con esto queda probado el lema.

Como consecuencia de los resultados anteriores se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.2.5 (Teorema 2 de Shen, [13]). Si existe By, tal que para todon € N

ni... () < (] phn j

y en particular

vl < O (o).

Finalmente es necesaria la siguiente acotacién,

Lema 2.2.6 (Lema 2 de Shen, [13]). Para todos k > 1 y t tal que |t|] < 1 se

tiene

S otmtmF < (k=111 -1)7F.
m=0

Demostracion. Observar que se da la igualdad cuando k£ = 1. En general, si

t €[0,1) se tiene
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k=111 -=t"" = (k—1)

m=0

con lo cual queda establecida la tesis. ]

Observacion 6. Hasta aqui hemos visto que si ||z [n][|> < By,Vn entonces

lv[n]]| <O (pﬁnkil) con pp =1— hﬁ < 1. Luego, |[v[n]|| — 0.

Por lo tanto, asumiendo la existencia de Bpj hay convergencia a una

velocidad comun.

Pasamos ahora a ver la existencia de la cota de las posiciones By, para ello
usamos las acotaciones anteriores y procedemos como en los articulos [5, 13].
Esto es, se fija N € N, se acota primero la posicién en [0, N] y de ahi se obtiene

una desigualdad de la forma
z—a—0b2* <0 (2.4)

que permite establecer la acotacién de la posicién en todo tiempo?.
Shen, [13], noté que el valor critico obtenido por este método, 5. = i,

deberia poder ser mejorado a 8. = % Es decir, el valor 8. = ﬁ es debido a las

acotaciones groseras del método de dominacién y no al modelos en si.

*Ver Lema (4.1.9).
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2.3. Prueba por induccién

Finalmente, vemos el método de induccién, adaptado por Cucker y Dong,
[3], a partir del método propuesto inicialmente por Shen, [13], para el caso en

tiempo continuo.

Consideremos una HL-bandada {1,2,--- k}. La idea principal de este
enfoque es que, debido a la estructura jerarquica, los grupos {1,2,---,¢}, con

2 < /¢ < k son también bandadas con una estructura jerarquica.

Se comienza estableciendo que la sub-bandada {1,2} converge a una

velocidad comun.

Luego, por induccidn, si la sub-bandada {1,2,---,¢ — 1} ha alcanzado el
equilibrio, ésta es vista por el /-ésimo agente como un tnico agente situado en

la posiciéon media y moviéndose a la velocidad media.

Esto lleva a considerar una dinamica perturbada que surge al considerar la
bandada formada por dos agentes {{1,2,--- ,£ — 1}, ¢} donde el primer agente

se ubica en la posicién media y con la velocidad media.

Se prueba entonces, que la perturbacion es lo suficientemente chica como

para obtener la convergencia de esta nueva HL-bandada de dos agentes.
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3.1. Interacciones exponenciales

En este capitulo comenzamos a estudiar algunas modificaciones al modelo

de Shen, [13].

En lugar de tomar un decaimiento potencial de la conectividad respecto de
la distancia entre los agentes, tomamos un decaimiento exponencial. De esta
forma, la interaccién decae més rapido con la distancia entre los agentes. En el

capitulo siguiente consideramos interacciones aleatorias.

Es razonable pensar que este modelo es intermedio entre el modelo
planteado por Cucker y Smale, [5], y el modelo de Vicsek, [18], pues si bien los
coeficientes de interaccién decaen en forma continua y no se anulan, como en
el primero, el peso de las interacciones de largo alcance es insignificante, como

en el segundo.

En una comunicacién personal Cucker nos dijo que habia hecho el estudio

de este caso.

En el modelo de Shen, [13], la conectividad entre los agentes i y j (j < i) es
H
b= S \B
(14 ll2i [n] = 2 I /2)

(3.1)

donde H >0, 3> 0y ||.|| denota la norma en el espacio cociente R*~1.

En este caso, tomaremos la conectividad entre los agentes i y j (j < ¢) como
aij [n] = H exp (= [|lzi [n] — z; [n]]| /2), (3:2)

donde H > 0.
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Debido al decaimiento mas rapido de la fuerza de interaccién entre los
agentes con la distancia y al menor peso de las interacciones de largo alcance, es
de esperar que la convergencia hacia una velocidad comin sea mas dificultosa

en este caso.
La idea es adaptar los célculos de [13] a este modelo.

Proposicion 3.1.1. Si h < ﬁ se verifica

méx Sj; [n] <1 — hHe Izl

Demostracion. Tomando h < ﬁ se tiene ( al igual que en [13])

méx S [n] = maxS;; [n],
ij i

= m;fix [1 — hd; [n]],

— 1 hmin[d;[n]].
y como

aij[n] = Hexp(=|zi[n] —z;[n]] /2),

> He lleil
donde ||z[n]|| denota la posicién de la bandada en R*~!, se tiene que
d;[n] > He =l

y luego

méx Sy; [n] < 1 — hHe~ Izl

O]

Teorema 3.1.2. Consideramos el modelo de flocking con liderazgo jerdrquico

y conectividades exponenciales dadas por (3.2), i.e:
aj [n] = Hexp (= ||z [n] — x; [n]]| /2),
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Jofo]l < (1og @) —a- 1) ,

donde a y b' estdn definidas por

Entonces, st

a=klz[0]]| yb=khA(k—1)!rH)™" [o[0]],

se tiene que, con probabilidad uno, la velocidad relativa de la bandada converge

exponencialmente a cero cuando n —» 00.

Demostracion. Para establecer la acotacién de la posicién ||« [n]|| con n € N
procedemos como en [13] (que a su vez sigue a [5]). Esto es, en primer lugar se

fija un natural N y se toma
lzll, = méx ]l y pn =1 hHe I,

0<n<N

Es claro que ||z||, vy pn dependen de N.

Podemos utilizar las acotaciones de Shen, [13], para la velocidad pues s6lo

ha cambiado el valor de pp. Por lo tanto, se verifica la desigualdad

lo [n]]| < O(pin™~) [l [0]]] -

Luego, para n < N — 1 tenemos

lzfn+ 101 <l o)l +h2 ) om]l,
m=0

IN

lz (0] + RA Y " o [O)]]

m=0

2 [O]]] + hA (k = 1)1 (L = pp) ™" [0 [0]]].

IN

Aplicando para n € argmax ||z [n]|| se obtiene la desigualdad buscada (del

tipo Cucker-Smale, [5])

2], < Il (0] +hA (k = 1)1 (L = pa) ™ [0 [0]]].

'En realidad b depende de ||v[0]|.
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Por lo tanto, recordando que p, = 1 — hHe Il se obtiene
—k
loll, < e [0l +AA (k1) (1= (1 = hHE)) o 0],
= | [0]ll + A (k — 1)tH R o o))
Llamando z = k|z|,, a = k||z[0]]| y b = khA(k — 1){(RH)"*|jv[0]]], la
desigualdad anterior se expresa de la forma

z < a+ be?,

o en forma equivalente

z—a—be* <0. (3.3)

A continuacién analizamos la desigualdad z — a — be® < 0.

Observacion 7. Si b < 1 entonces F': [0,00) — R dada por
F(z)=2z—a—be*

tiene maximo en el punto z, = log (%) cuyo valor es log (%) —a—1.

Demostracion. Es inmediato ver que F' (0) = —a — b < 0. Ademés

F (2) =1 be?

que se anula en z, = log (%) > (0 por hipdtesis. Sustituyendo este valor en la

definicién de F' se obtiene

F(z) = log (2) -1,

A partir de ahora asumiremos que log (%) —a— 1> 0. Entonces, la grafica

de F tiene el siguiente aspecto
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Figura 3.1: Bosquejo de F(z)

Veamos que ||z [n]|| queda acotada.

Para cada n llamamos n, a cualquier elemento de argmazo<m<n ||z [m]].

Claramente 0, = 0.

Definimos z [n] = k || [n4]|| que es creciente con n. Entonces

1
2[0] = k ||z [0]|| = a < log (b) = 2,
esto implica en realidad que z[0] < z.

Sea T'=inf {n : z[n] > z,}, como es usual, convenimos que inf & = co.

Queremos descartar el caso T' < oo, de modo de concluir que z[n] < z, para

todo n.

Ahora, para n < T vale
kllz [n]l| < Ellz[nl] = z[n] < 2[T —1].

Por lo tanto, para n < T, se tiene

Zx

el < =

ZB().
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En particular

2l
T—-1]|| < =—
= [T - 1) < 2.
sin embargo, para 1" se verifica
Zu _ Zx
Tl > — > —.
o7 2 2 > =

A partir de estas dos desigualdades concluimos que si existe T' se debe verificar

|z [T = = [T = 1]|| > “;%
> F (Z*)
>

Pero por otro lado, por la dindmica de la bandada esta diferencia cumple
[l [T = Nl [T = 1][| < h[lv [0]]] -
Comparando estas dos desigualdades se obtiene
F(z) < bk v [0]]].
Luego, si asumimos que

1
hg(b)—a—lzhmwmm,

la desigualdad anterior se vuelve una contradiccién. Esta contradiccion aparece

por suponer la existencia de T'. Por lo tanto se concluye que

Zx

ol < =

para todo n. O

Observacion 8. Notar que en este caso la desigualdad F(z) < 0 es similar al

caso supercritico, 8 > %, de [13]. En consecuencia no se da la convergencia
incondicional como en el caso subcritico, 8 < %, de [13], por el contrario, es
menester pedir condiciones adicionales sobre la velocidad y la posicion inicial

de la bandada para asegurar la convergencia a una velocidad comun.

Observar también, que esta condicién es similar a la condicién del caso

supercritico, 8 > %, de [5].
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En este capitulo presentamos nuevas modificaciones al modelo de flocking
con liderazgo jerarquico. Estas modificaciones buscan debilitar las interacciones
entre los agentes de la bandada y estudiar la emergencia de un comportamiento

comun bajo estas condiciones més débiles.

Ahora, pasamos al caso de mayor interés, introducimos azar en los coefi-
cientes de interaccion. Para ser més precisos, consideramos que la presencia de

interaccion entre cada par de agentes es, en cada instante, un evento aleatorio.

En consecuencia la posicién y la velocidad de la bandada son variables
aleatorias. Los resultados que se obtienen son en consecuancia, resultados con

probabilidad uno.

Por la observacién (5), consideramos la dindmica restringida a RF~!. Por
lo tanto, buscamos establecer la convergencia de vpr-1 a cero. En otras pa-
labras, trabajamos con la velocidad relativa de la bandada y no con la velocidad

absoluta de la misma.

En consecuencia, en el resto del capitulo, a menos que se indique lo contrario,
las posiciones y velocidades seran las relativas, es decir, pondremos z, v en lugar

de xpr-1,vpr-1 respectivamente.

4.1. Interacciones aleatorias

Consideramos ahora el caso en el que la existencia de la interaccion entre
cada par de pdjaros en cada instante es un evento aleatorio. Por simplicidad

asumimos independencia entre tales eventos en dos de los tres casos.

Sea {1,---,k} una HL-bandada de k agentes.
Consideramos las tres siguientes variantes para los coeficientes de inte- rac-
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cién:

(a)

En el primer caso consideramos interacciones independientes de la posi-
cién, donde la probabilidad de presencia de las interacciones es también
independiente de la posicién y constante a través del tiempo. Es decir,
consideramos p € (0,1) y para cada 0 < j < i definimos los coeficientes

de interaccién como

i) 1 con probabilidad p,
aij n| =
0 con probabilidad 1 — p.

Las variables aleatorias a;; [n] son mutuamente independientes.

En el segundo caso retiramos la condiciéon de que los coeficientes no de-
pendan de las posiciones pero mantenemos tal condiciéon para las proba-

bilidades de interaccién, es decir, si p € (0,1) y para cada 0 < j < i se

tiene
afj [n] con probabilidad p,
aij [n] =
0 con probabilidad 1 — p.
donde afj [n] es la conectividad del modelo de Shen, (2.1), i.e:
H
=

B
(1 + llzi = 1)

Las variables aleatorias a;; [n] son mutuamente independientes.

En el dltimo caso volvemos a coeficientes independientes de la posicién
pero, en su lugar, dejamos que las probabilidades dependan de la posicién.
Sin embargo, introducimos una pequena modificacién en la forma del

decaimiento respecto de la distancia.

Entonces, para cada ¢ > 0, j < ¢ ponemos

. 1 con probabilidad p;; [n],
ai; [N =
0 con probabilidad 1 — p;;[n],
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donde
1
L+ |lzi[n] — z;[n][)®

pij [n] = (

y pij[n] = 0si j > i. El pardmetro « es positivo y es analogo a 23 en los
casos anteriores. Es claro que esta modificacién no altera el espiritu del
modelo. El numerador se ha tomado como uno para que p;; pueda ser una
probabilidad, se puede pensar que la constante H fue absorbida por h.

Dadas las posiciones en tiempo n — 1, las variables aleatorias a;; [n] son

mutuamente independientes.

En las préoximas secciones analizamos cada uno de estos casos.

4.1.1. Interacciones independientes de la posicion

Las conectividades son para p € (0,1) y para cada 0 < j < i

) 1 con probabilidad p, (4.1)
aij n| = .
0 con probabilidad 1 —p.

Las variables a;; [n] son mutuamente independientes.

Este es el modelo més sencillo posible con interacciones aleatorias pues,
las variables a;;[n] son independientes e idénticamente distribuidas con
distribucién de Bernoulli. Es maés, en este caso las ecuaciones de la dindmica

no estan acopladas, pues, las velocidades no dependen de las posiciones.

Este modelo corresponde a la situacion en que cada agente, i, ‘eligeén cada
instante con qué otros agentes j (j < ¢) interactia. La interaccién del agente i
con el agente j en el instante n es independiente de la interaccién en tiempo n
del agente i con los demés agentes y es, a su vez, independiente de la interaccion

del agente ¢ en otro instante con cualquier agente.
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Por otro lado, en caso de estar presente, la interacciéon entre dos péjaros
‘vecinos’tiene la misma intensidad que la interaccién entre dos pédjaros situa-

dos en ‘extremos opuestos’de la bandada.

En este caso, el grafo asociado es un grafo aleatorio de Erdos Renyi dirigido,

[8].

Abordamos el estudio de este modelo a través de los argumentos de do-

minacién desarrollados por Shen, [13], para tiempo discreto.

Siguiendo el anélisis hecho en [5] y [13], tenemos las siguientes desigualdades
[on+ 1 < IS ]l v ]

iterando obtenemos

[o[n+ 1 < {IS [n] ... STOJ[} [ [O]]] (4.2)

y luego, sumando y restando ||z[i]||,7 < n obtenemos

n—1
lzfn+ 1 < 2O+ llefi+1] - =l
1=0

n—1
< Azl +n D> [l
=0
n—1
< 2 O]l + 2D IS - S0 [l [o]]]- (4.3)
=0

Por lo tanto, el problema es el de dominar el comportamiento asintético de

las normas ||.S [¢] - - - S [0]]].

Para ello recordemos que la matriz S que describe la dindmica esté definida

como S [n] = Id — hL,.
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Como mencionamos més arriba, procedemos de la misma forma que Shen,
[13], esto es, buscamos una matriz que domine a S [n] acotando superiormente
cada una de sus entradas. Se deduce, en lo que sigue, que la clave estd en hallar

una constante p < 1 tal que max;;S;; [n] < p.

Esto se realiza en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.1. Si h < i se verifica que Sij [n] > 0 para todon € N y
méx S; [n] < (1= h)" = pj
ij
donde o es una variable aleatoria con distribucion de Bernoulli con pardmetro

po = P (El grafo asociado es conexo) .

Observacion 9. El grafo (no dirigido) asociado a la bandada es conexo si y sélo
si cada agente se conecta con alguno de los agentes que le preceden en el orden
subyacente, esto es, si y sélo si cada fila de la matriz de adyacencia A tiene

alguna entrada no nula.

Figura 4.1: Conexién y estructura jerarquica

Demostracién. Miremos los elementos S;; [n].

Los elementos fuera de la diagonal pueden ser h o 0, luego, en este caso es

Por otro lado, los elementos de la diagonal son de la forma 1 — hd; [n] con

di [n] = >_;; aij [n]. Como a;; <1, se tiene d; [n] < k.
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Por lo tanto, tomando h < 1/2k, es
1
Sizjln] <h <3,
y ademas

Sii [n] = 1- hdi [n] N

A\

1— (k/2k) = 1/2.

En consecuencia se tiene

méx Si; [n] = médx Sy [n] .
ij i

Entonces, basta acotar méx; Sy; [n]. Tenemos

méx S;; [n] = max{l— hd;[n]},

= 1— hmind;[n].

Distinguimos dos casos. El primero, al que llamaremos ‘¢ = 0’y 1 — pg a
su probabilidad, es el caso en que exista algun d; [n] = 0. Por la observacién
anterior, en este caso el grafo asociado no es conexo. Aqui se verifica min; d; [n] =
0 y luego max;; Sij [n] = 1 y por lo tanto no hay contracciéon. En este caso
tenemos

Sn| <T,

donde T es la matriz triangular inferior cuyas entradas no nulas son iguales a

uno, i.e: T' = (Tj;) con Tj; = ;<.

Esta dominacién no es suficiente para la convergencia a una velocidad

comun de los agentes de la bandada, ésta depende del otro caso.

El segundo caso, que llamaremos ‘a = 1’y que tiene probabilidad pg, ocurre

cuando todos los d; [n] # 0. Nuevamente por la observacién anterior, en este
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caso el grafo asociado es conexo. Aqui se verifica min; d; [n] > 1y

max Sj;[n] <1—h=:p, <1.
T

Es decir, si todos los d; [n] # 0 entonces
S [n] < pnT.
Esto concluye la demostracion. ]

Observacion 10. Es muy importante observar que p = 1 — h es independiente
de n. Esto nos permitird evitar las desigualdades de la forma F(z) < 0 que
han aparecido en [5, 13] y en los casos de conecticidades exponenciales y de

interacciones dependientes de la posicion.

Corolario 4.1.2. En las condiciones de la proposicion anterior se tiene, para

todo n

Sn] < pp T,

Yy en CONSECUEencLa

Sin)...5[0] < ™1,

donde a (n) es la variable aleatoria que cuenta el nimero de veces en que el

grafo asociado es conexo en los pasos anteriores a n.

Observacion 11. En los pasos en que el grafo asociado no es conexo, no aparece
el factor pp que es el factor importante, el que da el decrecimiento de la veloci-

dad.

En principio, si los pasos en que no se da la conexion ‘son demasiados’, los
pajaros podrian distanciarse lo suficiente de modo que, aunque luego el grafo
asociado fuera conexo, las interacciones no fueran lo suficientemente fuertes
como para reunirlos nuevamente, luego, podria no darse la convergencia que

queremos establecer.
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Para cada n € N definimos el evento A,, como el evento de que el grafo aso-

ciado en tiempo n sea conexo, es decir, A, = {d; [n] # 0,1 < i < k}. Entonces

P(A,) = P(di[n]#0,1<i<k),
= P(3Jj<ital quea;; #0,1 <i<k),
> P(ai1%0,1<i§k),

= pFt>o.

Como P (Ay) > p*~1 > 0 entonces Yo% P (A,) = oo, ademis los A,, son

independientes, entonces, por Borel-Cantelli,

P (A,, ocurra infinitas veces) = 1.

Esto nos dice que aunque no en todos los pasos tengamos una contraccion, de

factor p, en la velocidad, la tendremos por lo menos un nimero infinito de veces.

A continuacién veremos, que en este caso, esto es suficiente.

Teorema 4.1.3. En el modelo de flocking con liderazgo jerdrquico con las in-
teracciones aleatorias independientes de la posicion propuestas en (4.1), i.e.:
a;; independientes con distribucion de Bernoulli de pardmetro p, se wverifica,
con probabilidad uno, que la posicion estd acotada y la velocidad decrece a cero

con velocidad exponencial.

Demostracion.

Recordemos que hemos llamado « (n) al nimero de veces en que ocurre el
evento A,, con m < n, tenemos por el corolario (4.1.2) y por la proposicién
(2.2.1) y el lema (2.2.4), que existe una constante A tal que, para todo n se

verifica, con probabilidad uno, que
1S n]... S (0] < Apy ™k, (4.4)
donde « (n) — oo casi seguramente por la observacién anterior.
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Sustituyendo en (4.3), y usando (4.4) obtenemos, con probabilidad uno

n—1
lzln+ 1 < eo]]+h Y Aprmt o 0]
m=0

IN

0] + AR S" ™ v [0]]
m=0

Es clave que esta relacién es véalida para todo n € N.

Vemos ahora la convergencia de la serie >~ pz(m)m’“_1 por el criterio de

la raiz de Cauchy. Luego, observamos que

(m) R

m/ « _ poe
Ph, mklzph mom,

es claro que si m — oo se tiene que
k=1
m m — 1.
Para ver el otro factor, notamos que «(m) tiene distribucién Binomial de
parametros (pg = P (A1), m). Entonces, por la Ley fuerte de los grandes

ndimeros, con probabilidad uno, tenemos

a(m)

— Po-
m

En definitiva, se tiene que con probabilidad uno
\ pz(m)m’“_1 — p0 < 1.

cuando m — oo, entonces la serie es convergente (digamos a K = K (w)),
luego, con probabilidad uno y para todo n € N, se tiene que ||z [n]|| estd acotado

por

[ [n]]] < = [0} + ARK [[v [O]]] -

Probamos ahora que ||v [n]|| — 0.
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Nos basamos en la prueba del criterio de Cauchy para series. Llamamos

a(n), k-1

an = pp, , v eligiendo € > 0 tal que pﬁo + € < 1, obtenemos

lo[n+11 < (IS [n]...SO][ [l [o]]

IN

Aay [ [0]]

IN

A + €)™ [|v 0] — 0.

donde la primer desigualdad es (4.2) y la segunda desigualdad es (4.4).

Por lo tanto, la velocidad tiende a cero con la velocidad de (pzo + e)n.

Esto concluye la demostracién.
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4.1.2. Interacciones dependientes de la posicién

Las conectividades son, para p € (0,1) y para cada 1 < j <1

az;[n] con probabilidad p,
0 con probabilidad 1 — p,

donde
H

B
(14 llz: — 51%)

es la conectividad del modelo de [13].

Las variables a;; [n] son mutuamente independientes.

Es conveniente escribir estas conectividades de la forma

H

57
(14 2 — ;%)

donde las variables aleatorias Xj;, son independientes e idénticamente dis-

aij[n] = Xijn (4.6)

tribuidas con distribuciéon de Bernoulli de parametro p.

Observacion 12. Este modelo complementa el anterior pues permite la depen-
dencia de las interacciones respecto de la distancia entre los agentes. Ya no

asumimos que todas las interacciones presentes tienen la misma magnitud.

Por otro lado, este modelo generaliza al modelo de Shen, [13], pues, en caso
de estar presentes las interacciones tienen la misma magnitud que en el modelo
de Shen, [13], pero ahora, en cada instante, puede haber pares de pajaros que

no interactian entre si.

Observacion 13. En este caso, por ser los coeficientes de conectividad iguales
a los de Shen, [13], valen las mismas acotaciones. El problema radica en la
posibilidad de ausencia de las interacciones, en particular, en la no conexion del

grafo asociado.
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El grafo no coloreado asociado es, como en el caso anterior, un grafo aleatorio
de Erdos Renyi dirigido. Por lo tanto valen las observaciones hechas al respecto

en la seccién anterior.

Por lo visto en el caso anterior y en [1], no es necesario que el grafo sea
conexo en cada uno de los pasos, por el contrario, es suficiente que el grafo

asociado sea, para cada n, conexo una proporcién fija de los pasos 0,1,...,n.

A partir de esta observacién buscamos comparar la variable aleatoria a (n),
definida més adelante y que cuenta la cantidad de pasos anteriores al n-ésimo,

en los cuales se da la conexién del grafo asociado, con las funciones lineales

f:N—N, f(n) =an, a € R.

Antes de pasar al resultado principal veamos algunos resultados auxi- liares.

Teorema 4.1.4 (Ley del Logaritmo Iterado). Si las variables X1, Xa, -+ tienen

distribucion comin con tercer momento finito, entonces

i inf 2m=1Xm — 7o

=1
n—oo /2npoqo loglogn

n
X —
lim sup Zm_l m npo _
n—soo V/2npoqo loglogn
donde qy = 1 — py.

La prueba de este conocido teorema se puede ver en [12].

Lema 4.1.5. Para todo 0 < a <1 y para todo 0 < x <1 se verifica

1—(1—2)">ax.

Queremos establecer un resultado de la forma:
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Teorema: En el modelo de flocking con liderazgo jerdrquico regido por las in-
teracciones aleatorias dependientes de la posicion, 4.5, existe By > 0 tal que
st B < By se tiene que la velocidad relativa de los agentes de la bandada, con

probabilidad uno, satisface
|vi[n] — vi[n]|| < Pe=9m™,

para algunas constantes P(w), Q(w) independientes de n.

Para esto se puede proceder usando los argumentos de dominacién de [13]

con lo cual se obtiene un resultado como el buscado con

1

Po = o

Sin embargo, ya fue notado por el propio Shen, [13], que este valor de Sy se
puede mejorar. En [3] se lleva a cabo esta tarea adaptando el método inductivo,

también introducido por Shen, [13], pero para el caso de tiempo continuo.

Luego, seguimos los argumentos de [3].

La observacién clave es que el subconjunto de péajaros {1,2,...,¢} C
{1,...,k} es también una HL-bandada. Esto es debido a la estructura jerar-
quica de la bandada, donde ninguno de los agentes de {1,2,...,¢} observa a

los agentes fuera de este conjunto.

Entonces, en vez de trabajar en forma matricial e intentar acotar la

norma de la matriz de la dindmica, vamos a trabajar por induccién sobre las

sub-bandadas {1,2,...,0} ,(=2,... k.

En primer lugar, se prueba la importante propiedad de que en una HL-

bandada, la norma de la velocidad de la bandada es no creciente en el tiempo.
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Esto mejora la situacién respecto de los argumentos de dominacion de Shen,

[13], pues aqui estas normas eran acotadas por O (p" nk)

Lema 4.1.6. Si h < =i 1)H, toda bandada con liderazgo jerdrquico verifica las

stguientes propiedades con probabilidad uno:

1. Si V¥ = maxy<;<p ||vi[0]|| entonces |jvi[n]|| < Vi para todo n > 1.

2. 8i 2 <<k yponemos W§ := méx;< ||v;[0] — v1]0]|| entonces para todo

n >0 y para todo j < £ se tiene ||v;[n] — vi[n]| < V{.

Demostracion.

1. Lo probamos por induccién en n.

Es claro que se verifica para n = 0. Luego, suponemos que es valido para

n, por la segunda ecuacién de la dindmica tenemos

loifn+ 1] = || D haij(@) (vsln] = viln)) + viln]||,

JjEL®E) JEL(4)
< Z ha; j(z) ||Jvjn]|| + (1 — Z hai j(z)| [viln]] ,
JEL(D) JEL(3)

donde hemos reagrupado y aplicado la desigualdad triangular. Finalmente
quitamos el valor absoluto, pues, por la eleccién de h, tenemos que ha;; <

(== 1) H y luego la suma es menor a uno. Luego

v n+1 < ha; j(x) ||v; +|1- ha; ;( v;[n]|],
[[vi [n + 1] > haij(x)| ] n]|| > haij() | vl
k

JEL®E) JEL(3)

<Vi <V§

IN

Vg

2. Para i < {, definiendo w; = v; —v1 y y; = x; — x1 tenemos que w;, y;
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verifican, para n > 0, la dindmica

yiln+1] = wy;[n] + hw;[n],

wiln + 1] = wiln] + 32 5¢ p) haij (wjln] = wiln])

Por lo tanto, podemos aplicar la parte 1 a esta HL-bandada, entonces si

2</tj<{fyn>0vale la tesis.

O]

Observacion 14. En la prueba de este lema sélo hemos usado la cota superior
de los coeficientes de interaccién, por lo tanto no hay problema con que éstos
se anulen. En consecuencia, el lema es vélido siempre y cuando los coeficientes

a;j estén uniformemente acotados superiormente.

Observacion 15. Los parametros h, H siempre aparecen multiplicados entre si,

por lo tanto se pueden pensar como un tnico parametro.

La prueba de la convergencia hacia una velocidad comtn se hard en varias

etapas.

En cada paso de la induccién, al agregar un nuevo pajaro a la sub-bandada
ya ‘formada’, se pensard a esta ultima como ‘un sélo agente’, por lo tanto, se
introducird una perturbacién en el sistema. En la siguiente proposicién se toma

en cuenta esto.

Proposicién 4.1.7 (Sistema perturbado).

Si x[n],v[n] € R? verifican las ecuaciones

zln+1] = =z[n]+ hvn],
v[n+1] = (1— ha(z,n))v[n] + eln],

con las stquientes condiciones

1. Los coeficientes a(x,n) se pueden expresar como a(zx,n) = X, a(z,n)

de modo que las variables aleatorias X, son mutuamente independientes
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con distribucion de Bernoulli de pardmetro pg y ademds existen K, R y
M = M(w) tales que, con probabilidad uno, se verifica la desigualdad

K >a(x,n > B yara todo v € R3 ara todo n € N.

1) 2 Gty ? o

2. Eziste Dy deterministico tal que ||v[n]|| < Dg para todo n € N.

3. Existen p = p(w), q = q(w) positivos, tales que |le(n)]| < qe™P™, con prob-
abilidad uno, para todo n € N.

Entonces, si se cumple alguna de las siquientes condiciones:

1. B< 3,
2. B:% y |lvs[0]]] < % parat=1,2,--- k,

existen P = P(w) > 0,Q = Q(w) > 0 independientes de n tales que paran >0

se tiene

lv [n]]| < Qe™"™"

con probabilidad uno.

Observacion 16. En esta proposicién, x, v representan la posicion y la velocidad

relativas de los agentes en una HL-bandada con dos agentes.

Observacion 17. La segunda condicién se vuelve natural después del lema

(4.1.6).

Para demostrar esta proposicion, que establece la convergencia a una
velocidad comtn en una HL-bandada con dos agentes y con perturbacion,

procedemos en forma andloga a los casos anteriores.

Proposicién 4.1.8. En las condiciones de la proposicion (4.1.7), para n € N

existen variables aleatorias p, < 1 y a(n/2) binomial tales que, con probabi-
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ltdad uno, vale
qePLn/2]

a(n/2)
Jolalll < o2 Dy + £

Ademds, existe mg = mg(w) tal que, con probabilidad uno, se verifica

< |l [0]]| + 2AD =20 (M ) =
[z [n]]] < [l [0} + 2hDomg (w) + ook M lzll5)  + 1— )
., o 1 hR
Demostracion. Llamamos ||z||, = méxo<m<n ||z [m]|| y pn =1 G

Probamos primero la desigualdad para la velocidad.

De la segunda ecuacién de la dindmica tenemos

lo[n]ll < (1= ha(z,n = 1)) [[oln = 1| + lle[n = 1]I],

< ot ol — 1)+ llefn — 11,

donde usamos que si X,,—1 # 0 entonces aparece el factor p, <1y si X,,—1 =0

] . s Xpa
entonces aparece el factor 1; resumimos esto en la expresién p, " .

Iteramos este procedimiento, entonces

o]l < ppmt (1= ha(z,n —2)) [[vfn = 2)[| + pi=* [le[n = 2]]| + lle[n — 1],
~——

<1
< T2 fofn = 20 + llefn = 2]l + [lefn — 1],
[n/2]
Xn—1+Xn—o+-+X|,
< p " olln/20]1 + D lleln —m]] -
m=1

Finalmente, llamando a(n/2) = X,, 1+ X0+ -+ X|n/2/> que claramente es
binomial, y usando las hipétesis sobre v, hemos probado que
o0
ol < P22 Do+ > g™,
m=|n/2|
qe P/

< pg(nm)DO + ﬁ

Vamos a necesitar sumar nuevamente, por lo cual es importante que ambos

términos decrezcan rapidamente con n.
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Usamos ahora esta desigualdad para establecer la correspondiente a la posi-
cién. Sumando y restando ||z[m]|| para m < n y usando la desigualdad trian-

gular, tenemos

n—1
[0l + D llefm + 1] —z[m]||,

lzln]l] <
m=0
n—1
< ||w[0}|!+h2|\v[m
. ge—plm/2]
< Jzfo H+hz< DD+ S |- (4.7)

Para el primer término en la suma usamos la Ley del logaritmo iterado
(Teorema 4.1.4) para acotar el exponente a(m/2). En efecto, como la variable

a (m) tiene distribucién Binomial se puede escribir de la forma

con X variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas con dis-
tribucién de Bernoulli de parametro py. Luego, tenemos, con probabilidad uno,

que
Z;n 1 Xj —mpo

= —1.
V2pogom loglogm

hm inf

Es decir, dado € > 0, para casi todo w existe m; (w) tal que si m > mq (w) se

tiene
Z;'n:1 Xj —mpo
V2pogom loglogm

—(1+¢),

O sea

m
ZX]- > mpo — (1 + €) \/2pogom loglogm
j=1

y eventualmente tomando mg (w) > my (w) se verifica para m > mg (w)
ZX > m—.

Esto implica que p®(™) < p%.
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Luego, con probabilidad uno tenemos

[ee) (m) mo(w) o0
alm™
th 2) < 9 pz(m) +2 Z pz(m)7
m=1 m=1 \2’1-/ m=mo(w)+1
mo(w) 00 0
< 2 1+2) p2",
m=1 m=1

[N
)
S
(e
E
+
)
(]2
S
)
ol
N~
3

AN
[\
3
=)
E
+
[\
~/— 3
—_
I
)
Ew‘g
N—
|

IN

2mo (W) + 2 (%OhR)_l (M + ||a:|!i)6 ,

donde la tltima desigualdad es consecuencia del lema (4.1.5).

Miramos ahora el segundo término. En este caso tenemos una serie geo-

métrica de razén e P, p > 0, por lo tanto

o —p|n/2]
Z qe < 2q

o 1—e?P T (1—e?)*

Sustituyendo estas dos desigualdades en (4.7), obtenemos

4Dy 8
lanlll < lla 0] + 20 Domo () + —5 (M + [|«]7)” +
Po

2hq

et (4.8)

con probabilidad uno. ]

Usamos esta proposicién para probar la proposicién (4.1.7).

Demostracion. Sistema perturbado

De la ecuacién (4.8), observando que ||z||, > ||z[m]|| para todo m < n

tenemos

2hq 4Dy N
x|, < ||z [0]|| +2hDomg (w) + + M + |[z]|;
ol < Wl 0+ 2hDomo () + =L+ S (M + )
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con probabilidad uno.

Luego, llamando para cada w

__ 4Dg

.a= PR’

blw) = M+ 2 0] + 21 Dgmo () + 2,

C2w) = (M al?)

llegamos a que con probabilidad uno se verifica la desigualdad

2z <b+az?. (4.9)

Transcribimos a continuacion el lema (2) de Cucker y Smale, [5].

Lema 4.1.9. Sean c1,co >0 y s > q > 0. Entonces la ecuacion
F(z)=2°—c127—¢c2=0
tiene una unica raiz positiva z,. Ademds
P 1 1
2z < max {(201)5*11, (2¢9) }

y F(z) <0 para 0 < z < z,.

A partir de este lema aplicado a s = 1,q¢ = 28,¢1 = a y ¢co = b sabemos que

si B < 3 se verfifica (M + Htz) s < Uy donde
Up = méx {(2a)ﬁ, 2b} .
Como Uy es independiente de n deducimos que , para todo n > 0 se tiene
lz[n]l* < U§ — M
con probabilidad uno.

En definitiva, tenemos que la posicién de la bandada estd uniformemente

acotada en n para casi todo w.
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Habiendo acotado la posicion volvemos la atencién a la velocidad. Usando

la cota anterior tenemos

y por lo tanto, para todo n

o—pln/2]
R

De nuevo por la ley del logaritmo iterado, tenemos para n > mg que « (n/2) >

Pe% y luego

qePln/2]

[ofn]]| < ™5 Do + T

De aqui, se deduce la existencia de variables aleatorias P, > 0, indepen-

dientes de n tales que, para n > myg, se verifica
[ofn]]| < Qe~F"

con probabilidad uno. Es claro que ajustando las constantes se puede asumir

que la desigualdad anterior es valida para n > 0.

Por otro lado, si 8 = % tenemos de (4.9) que si 1 —a > 0, es decir, si

Dy < %, tenemos

< b
z
“1l—-a

y se puede proceder como en el analisis anterior.

Enunciamos y probamos ahora el resultado central de esta seccién.

Teorema 4.1.10. Sea {1,2,...,k} una HL-bandada con coeficientes aleatorios
definidos en (4.5), i.e:

H
(1+l@i[n]—;n]][?)”

0 con probabilidad 1 — p.

con probabilidad p,
aij[n] =

Supongamos que h < ﬁ y que se cumple alguna de las condiciones si-

guientes
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1. B< 3,

2. B:% y |lvs[0]]] < # parai=1,2,--- k.

Entonces las velocidades relativas de los agentes decrecen exponencialmente a

Cero.

FE's decir, existen variables aleatorias P,Q > 0 casi sequramente, independi-

entes de n, tales que

Ig?XHUAN]—luhdHSEQe‘Pﬁ

para todo n > 0 con probabilidad uno.

Seguimos los argumentos de Cucker y Dong, [3], con las modificaciones nece-

sarias.

Demostracion. La prueba, como ya hemos dicho, se hace por induccién en las

sub-bandadas {1,2,--- £} con £ =2,--- | k.

Comenzamos entonces por la sub-bandada {1,2}. Tenemos, por definicién
de HL-bandada, que £(2) = {1} y también que L£(1) = &, es decir, el primer
agente, es el lider global y no es influido por los demads, entonces se mueve a

velocidad constante, o sea, vi[n] = v1]0] para todo n € N.

Definimos entonces, * = x9 — x1 y v = v9 — v1, se tiene para n € N

rzin+1] = z[n|+ hvln],

n+1) = aln)+ hofo o)
v[n+1] = (1 — haa)v[n],

donde a9 = % Entonces, del lema (4.1.6), tenemos que para n € N

(1l )1?)

[l < Wg = [lv2[0] — v [0]]].

Luego, el sistema (4.10) corresponde al sistema de la proposicién (4.1.7) sin la

perturbacién, i.e.: ¢ = 0. Por lo tanto, podemos aplicar la proposicién (4.1.7)
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para establecer la existencia de P(w),Q(w) > 0 tales que para n € N casi

seguramente se tiene |[v[n]|| < Qe= ™.

Pasemos ahora al paso de induccién. Asumamos que el resultado vale para
n € N y para la sub-bandada {1,2,...,¢—1}. Queremos probar que vale
también para la sub-bandada {1,2,...,¢}.

Estamos asumiendo que existen p(w),g(w) tales que para n > 0 tales que

casi seguramente

4 n] —v; < qe P, 4.11
Lmix[ln] = vyl < ge (2.11)
Para incorporar al (-ésimo agente al grupo {1,2,...,¢ — 1}, miramos este

dltimo grupo como un tnico agente situado en el centro de masa y moviéndose

a la velocidad media de grupo.

En consecuencia, consideramos la velocidad media de los lideres del agente

Teln) = — > wiln] (4.12)
donde dy = #(L(¥)).

Para cada 1 < j </{—1y cadan > 0, por la hipdtesis de induccién, (4.11),

y la definicién anterior, tenemos

1

loj[n] = weln]ll = — > (wiln) = wiln))||
“liecco
1
< 2 ulnl—ubl] .
) —_——
€Ll <ge~P™ por hip. ind.
< qge P (4.13)

Ahora, como en el paso base, pongamos
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También definimos

Tyln] = — > zin] (4.14)

- T

Figura 4.2: Induccién: en rojo se representa un ‘agente’ en la posicién media y

con la velocidad media de la sub-bandada {1,2,...,¢—1}.

Entonces, veamos la dindmica a la que responden z y v:

z[n + 1] = z[n] + hv[n],

on+1) = vfn+1]—aln+ 1],
= wlrl+ Y hay oyl — well) — = 3 wln+ 1]
JeL() i)

Para escribir el miembro de la derecha en términos de v[n], sumamos y restamos

U¢[n] en cada sumando de la primer suma y usamos la definicién de v;[n+1] en
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la segunda suma, con ello obtenemos

vn+1] = wvn] + Z haij (Ug[n] — veln Z haij (vj[n] — Te[n])

JELL) JEL(

= Z Z ha;j (vj[n] — vi[n]) + vin] | ,

zeﬁ( ) \JEL(>)

= 1—Zhal] v[n]

JEL(L)
Z haij (vj[n] —Te[n]) — — Z Z haij(vi[n] — vi[n]) | ,
jeL zeﬁ( ) JEL(3)
= (1- ha(x,n)) [n] + €[n]. (4.15)

Todas estas igualdades son con probabilidad uno.

En definitiva hemos llegado a la dindmica
zln+1] = z[n|+ hv[n),

(4.16)
v[n+1] = (1 - ha(z,n))vin] + e[n].

Por lo tanto, con estas definiciones para x,v llegamos a un sistema
perturbado con dos agentes, {1,...,£ — 1} y ¢. Pasamos entonces a verificar

las hipdtesis de la proposicién (4.1.7) para poder aplicarla.

En primer lugar, miramos la acotacién para e.

Usando que a;; < H y la hipétesis de induccién (4.11) tenemos

- Z > haij(vin] = wiln))| < — Z 3" haij llvjln] - vln]ll,

ZGE(E) JEL(T) zEﬁ(Z)jEE( )

< Z Y llojln] = wifnll,
ZEE( ) JEL()
< (¢ —2)hHge .

Analogamente, usando que a;; < H y (4.13) se tiene

Z haij (vj[n] —vln])|| < dghHge ™.
JEL(L)
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Con las dos desigualdades anteriores, concluimos que para n > 0 vale

leln]ll < (£—2)hHge ™" +dghHge™",

< 2(hHqge™ P,

para lo cual hemos usado que dy < /.

Pasamos a estudiar la acotacién para los coeficientes a(z,n).

Tenemos por (4.15) que

n)= Y ag= Y Xyn

B
et e (1 ] - 0P

H

donde Xy; ,, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

con distribuciéon de Bernulli de parametro p.

Por un lado, como a;; < H, tenemos a(x,n) < dgH < (k — 1)H para todos

reR3yn>0.

Vemos ahora la cota inferior.

El coeficiente a(x,n) se anula sélamente si Xy;,, = 0 para todo j € L(¢),

luego, la probabilidad de que a(x,n) = 0 es p¥ =: py.

Si a(z,n) # 0, tenemos

1

= Xyl 7l < 7 3 Jglnl — el
JGL(E) “ jeco
n—1 2
> (m —mz[0]||+zH(fﬂj[mH]—wz[m+1])—(:ﬂj[m]—me[m])H) :
JGL(E m=0

2
= — Z <||x] — [0 ||+hZ||UJ m] —vg[m ]H> ’

JEL(L)
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y usando la desigualdad (4.13), se ontiene

n—1 2
— Z Xojn llzi[n] = Ten]* < = Z (!x] —x4[0]|y+hzqe—pm> 7
m=0

jE£(€ ]EL £)
hq 2
= 5 X (I w2
]6£ £)
= M2 1. (4.17)
Definimos g(s) = (1fs)ﬁ para s > 0. Como g es convexa tenemos
Ly gerea( Ly s
geﬁ(é) JEL(E)
Entonces, poniendo s; = ||z; — 2¢/|* tenemos por definicién, (4.15), de a(z, n)
que
H
a(x,n) = Z Xéj,m B
JEL() (1 + ||z — x| )
deH

v

)

B
2
(1 + 3 Dierwy Xejm 25 — | )

y sumando y restando Zy en la desigualdad (4.17) llegamos a

1 2 2, 1 2
= D Xpjm llzj — < oo+ Y7 e -l
FELL) £ jec

< lel® + ME —1.
Por lo tanto, tenemos que si a(z.n) # 0 entonces
deH
a(wm) > — 2
2 2
(M2 + 12l

En definitiva hemos verificado que a(x,n) cumple las hipétesis de la proposicién

(4.1.7) con

R = dH

2 1 z )’
M2 = 1+ n Zjeﬂ(f) (ij[()] —Z[0]| + 1—6*17) ’
K = (k-1)H,

Federico Dalmao Artigas Tesis de Maestria



4.1 Interacciones aleatorias 67

Observar que el Unico coeficiente aleatorio es M.

Finalmente, resta verificar que la velocidad estd uniformemente acotada en

n. Tenemos

fofnlll = fegln] — el
- di S (oulo] vyl
“ljeco
< - Z Jocl] = vl
]EE

sumando y restando v1[n] en cada término obtenemos

[v[n] - Z (veln] = valn]ll + [lvjln] = viln][]),

]GL £)

y ahora usando el lema (4.1.6)

loin]ll < max ;0] — va[O]l] + méx fv;{0] — va[O]]},
= Wi+wh

Hemos verificado todas las hipdtesis de la proposicién (4.1.7), aplicdndola

deducimos la existencia de P,Q > 0 tales que
[ve[n] — ve[n]|| < Qe= "™
Con esta cota y con (4.13) concluimos

[ve[n] = v[nlll < Nveln] — vsln]|| + [[veln] — veln]|l,
ge P + Qe*p",

—P
Qe ",

IN

IN

siendo @ = ¢+ Q y P = p+ P. En definitiva, uniendo con (4.11), tenemos para
n>0

. < —Pn‘
 méx Jluiln] - vjln]ll < Qe

O]
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Observacion 18. El caso 8 > 1/2 no se puede abordar a partir de la desigualdad
(4.9) pues las condiciones involucran el pardmetro b que es aleatorio. Entonces

las condiciones de convergencia no son verificables.

4.1.3. Medio aleatorio

En esta seccién seguimos los argumentos expuestos en los articulos de [13]
y de [4].

Las conectividades son para cada i > 0, j < ¢

1 con probabilidad p;; [n],

aij [n] = (4.18)

0 con probabilidad 1 —p;;[n],

donde
1

L+ f|zi[n] — z;[n][)*

pij [n] = (
y aij[n] =0sij > 1.
Dadas las posiciones en tiempo n — 1, las variables aleatorias a;;[n] son

mutuamente independientes.

Este problema es en cierta forma dual del anterior, ahora la probabilidad de
interaccién entre los agentes depende de la distancia entre éstos, pero, cuando

hay interaccion entre dos agentes ésta es total.

Como en casos anteriores, buscamos acotar uniformemente la posicién en el
tiempo. Observemos, que como tenemos a;; < 1, se verifica el lema (4.1.6) con

H=1.
Observacion 19. La velocidad de la bandada verifica para n > 0
[v[n]]| < Do,

donde % es cota de las velocidades en tiempo inicial’, o usando la notacién

'Observar que ||v]|* = 3% [lvg]®.
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del lema (4.1.6): D—Z = V{. Entonces, por la primer ecuacién de la dindmica,

tenemos que para todon >0
[z[n][| < [[z[0]]| + hDon. (4.19)

Es decir, tenemos una cota inicial para el crecimiento de la posicién de la

bandada en tiempo n > 0.

El siguiente lema se encuentra en [4].

Lema 4.1.11. Para todo x € R3* se verifica max;zj ||z, — ;| < V2 ||z,
donde x| denota la componente de la velocidad de la bandada en el espacio

. 3k
cociente RT >~ AL

Observacion 20. Recordar que en este capitulo estamos trabajando siempre con

posiciones y velocidades en el espacio cociente.

Demostracion. Pongamos ¢ = x5+ x51 = (4, -+ ,u) + ((x1)1,- -+, (z1)k). En-

tonces para todo i # j se tiene x; —x; = (x1); — (x1); y

s = @jllgs = ll(z1)i = (L)5llge < @ L)illps + 1@ L)jllgs < V2@ L)llgs -

0
En consecuencia tenemos, para todo n > 0
méx [lifn] — a;[n]]| < V2||2[0]]| + hv2Don. (4.20)
i#]

Teorema 4.1.12. En el modelo de flocking con liderazgo jerdrquico y coefi-
cientes aleatorios dados por (4.18) si o < % se tiene que las velocidades relativas

tienden a cero cuando n — 0.

Demostracion. En primer lugar observamos que valen las mismas cotas que en
el caso de conectividades independientes de la posicién, pues las conectividades

son iguales a las de ese caso, entonces
max SZJ[TL} <1-hX,,
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donde X, es la variable que indica si en el paso n el grafo asociado es conexo.

Por lo tanto, por el lema (2.2.1) tenemos que
Sn] < (1 — hX,) T

y en consecuencia

Pongamos p, = P(X,, # 0).

Repitiendo el andlisis de [1] tenemos
n—1
[z ]l < [l 0] + A Z [[o [m]
< 2 [0 + A [o[0] + A o] ||Z||5 Sl
< Nz [o]]| + A |o[o]]| + A ] HZOmk 11‘[ (1-hX;).(4.21)

Por lo tanto, basta probar la convergencia de la suma

n—1 m
S(n) = Zlm 1_[1 (1—-hXj)
m= j=

cuando n — oco.

Tomando esperanza tenemos, por la independencia de las variables X,

n—1 m
ES(n)=Y_m" ] (1 - hp)). (4.22)
=1

m=1

Pasamos ahora a la tarea de acotar inferiormente las probabilidades p,,,

1
> ml’n )
b= 00 U+ lwaln] — 25 [n]ID°
1
(1+ MAX;£j ||xi[n] — :cj[nHDa’
1

(1 + V2 |z[n]ll)*
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y usando la desigualdad (4.19) se tiene
1
(1 + V2 |[2[0]|| + v2hDon)™

Pn

Sacando de factor comin v/2hDy, en el denominador, para n > %”;[OON
obtenemos

S 1

b= o (Levalelll , \©
S 1
o (23/2hD0)a ne ’
A

> PR

- 1+n©o
donde A =

1
(23/2hD0)""

Por lo tanto, sustituyendo en (4.22), obtenemos
1

n m— A
ES(n) < ) Oom*! <1—h1+ ,a>,
0 J

ES(n) < ZOmk_1 exp
m=1

IN
&)
3
bl
(D)—'
»
T
|
>
N
3
L
—

IN
M= i
Q
3??‘

L
D
4
o}

|
)

3
=

donde v = hA.

Finalmente, observamos que, por el criterio de Cauchy, la serie anterior es
convergente. Por lo tanto lim, ES(n) < oo, luego, como S(n) es creciente con

n, por el teorema de convergencia mondtona, con probabilidad uno, tenemos

S= lim S(n)< oc.

n—aoo
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Esto prueba que la posicién estd uniformemente acotada en n casi segura-

mente.

Mirando con un poco mas de detalle esta prueba obtenemos que la velocidad

relativa de la bandada tiende a cero cuando n —> oo con probabilidad uno.

Para ser mds precisos, de las desigualdades (4.21), tenemos que
< IS —=1]---S[o]|l[lo[o]]]

n—1
= o' [Ja-nrx)) ],
j=0

[v[n]

= an-

Pero, acabamos de probar que la serie con término general a,, es convergente,

esto implica que a,, — 0 y por lo tanto que ||v,| — 0.

Esto concluye la demostracién.
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Conclusiones
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En este trabajo hemos propuesto algunas variantes al modelo de flocking
con liderazgo jerarquico. Nuestro interés se centra en el caso en que las

interacciones entre cada par de pajaros estd sujeta de alguna forma al azar.

Con tal propoésito, planteamos tres modelos con coeficientes de interaccién
aleatorios. El primero con interacciones cero-uno independientes y con pro-
babilidades constantes, El segundo y principal, con los mismos coeficientes de
conectividad que el modelo de Shen, [13], pero con la posibilidad de ausencia
de interaccion entre los agentes. El tercero es en cierta forma dual del segundo,
las interacciones promedio son proporcionales pero la dependencia respecto de
la distancia entre los agentes estd en las probabilidades de interacciéon y no en

los coeficientes de interaccion.

Hemos adaptado los métodos de Shen, [13], de Canale-Mordecki-Souza,
[1], y de Cucker-Dong, [3], a estos casos aleatorios. A partir de esto, se han
establecido condiciones suficientes para la convergencia a una velocidad comun
de los agentes de la bandada. Estas condiciones son similares a las condiciones

de [13, 1, 3).

Para futuros trabajos queda la tarea de obtener para el tercer modelo el

punto critico g = % en vez del obtenido, 8 = i

Asimismo, queda para proximos trabajos, la tarea de estudiar modelos que
incluyan alguna especie de dependencia entre las interacciones de los agentes,

asi como otras caracteristicas que permitan modelos mas realistas.

También, estudiar el comportamiento del sistema para valores de 3 cercanos

al punto critico g = %
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